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Crises et frac ta les : quels enseignements ? 
 
 

On renc ontre les frac ta les pa rtout et notamment, c omme l’ a  
montré le ma thématic ien Benoît Mandelb rot1, dans les marc hés 
financ iers. Elles nous ob ligent à  remettre en c ause notre vision hab ituelle 
des événements extrêmes et les méc anismes de pensée qui y sont 
assoc iés. Ce petit a rtic le a  pour ob jet de nous familia riser avec  c es 
notions enc ore un peu nouvelles ma is dont la  portée nous semble 
signific a tive dans la  période ac tuelle : faut-il, ou non, c roire aux 
c a tastrophes annonc ées ?  

 
 

De la loi de Pareto aux frac ta les 
 

Le monde de l’ entreprise p ra tique la  loi de Pareto, sous une forme 
très simp lifiée, d ite « lo i des 80/ 20 ». Vous voulez ana lyser le c hiffre 
d ’a ffa ires de votre entreprise : c ommenc ez pa r vous intéresser aux 20 % 
des c lients qui font 80 % du c hiffre. Même méthode pour les stoc ks et 
p lus généra lement pour toutes les séries de données qu’on renc ontre 
hab ituellement. Evidemment, les nombres 20 et 80 sont des ord res de 
grandeur : il ne s’ag it pas de les p rendre au pourc ent p rès, ma is l’ idée 
est là , omnip résente... On retrouve c ette loi dans des domaines très 
va riés : sur le web , (où 80 % des liens sont d irigés vers 15 % des sites); dans 
la  d istribution des revenus ; dans c elle des tremb lements de terre ou des 
c rues (loi de Hurst) en fonc tion de leur intensité ; dans la  d istribution des 
mots dans une langue (loi de Zip f), le c oût des sinistres en assuranc e – 
dommages2, etc . 

 
C’est l’ éc onomiste Vilfredo Pareto3 le p remier, en ana lysant 

p réc isément la  d istribution des revenus, qui a  mis en évidenc e une loi, 
d ite loi de puissanc e, dont la  « loi des 80/ 20 » n’est qu’une app lic a tion, et 
dans un c as pa rtic ulier seulement. Une loi de puissanc e, c ’est une loi 
ma thématique assez simp le du type : y= (x/ m)-A. (avec  A positif). Dans 
l’ exemple des revenus : y est la  p roportion des gens qui gagnent p lus 
qu’un revenu x (m étant le revenu minimum).En passant aux loga rithmes, 
on ob tient log  y = -A log  (x/ m). Autrement d it la  c ourbe qui relie log  y à  
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log  x/ m est une d roite. Cette loi est donc  fac ile à  repérer g raphiquement 
et le c oeffic ient -A est la  pente de la  d roite. 
 

Prenons un exemple  simp le4 : pour m=2, A=1, on a  : y = (x/ 2)-1 ou 
enc ore y = 2/ x 
Conc rètement dans c e c as purement théorique  50 % de la  popula tion 
gagne deux fois le revenu minimum, 33% gagne trois fois le minimum; 1% 
de la  popula tion gagne 100 fois le revenu minimum et a insi de suite.  
Quand  on passe aux loga rithmes l’ équa tion devient :  
log  y = -log  x + log  2 qui est représentée, sur un graphe log-log  (dont les 2 
axes sont g radués en éc helles loga rithmiques), pa r une d roite de pente 
= -1 et d ’ordonnée à  l’ orig ine = log  2 
 

 
 

Il appartient à  Mandelb rot d ’avoir fa it un pas de p lus en étud iant 
la  c ourbe des va ria tions du c ours de c oton, c lassées en fonc tion de leur 
amp litude. Il s’est aperç u que c ’éta it éga lement une loi de puissanc e. Il 
s’est éga lement aperç u que, si l’ on ana lysa it c es va ria tions à  p lusieurs 
éc helles de temps (quotid ien, mensuel, annuel), on ob tena it le même 
c oeffic ient A (en d ’autres termes en éc helles loga rithmiques toutes les 
d roites ont la  même pente). Cette inva rianc e d ’éc helle lui fit appeler c e 
type de c ourbe une frac ta le. On sa it en effet que la  p ropriété 
d ’autosimila rité (ou inva rianc e d ’éc helle) des frac ta les s’exprime sous 
forme d ’une loi de puissanc e qui définit leur d imension. 
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Des frac ta les aux lois de Lévi-Stables ; petit détour par les marc hés 
financ iers 

 
Depuis les travaux p réc urseurs de L. Bac helier,5 les va ria tions des 

c ours (ac tions ou autres ac tifs financ iers) sont très généra lement 
modélisées selon un modèle standard  qui fa it intervenir un mouvement 
b rownien. Rappelons que le mouvement b rownien  est pa r exemple 
c elui d ’une poussière sur une surfac e d ’eau qui, à  c haque instant peut 
a ller selon la  même loi de p robab ilité dans toutes les d irec tions et c e de 
manière indépendante du mouvement p réc édent. Dans le c as de la  
va ria tion de c ours boursier c ela  veut d ire que les va ria tions du jour sont 
indépendantes de c elles de la  veille et obéissent à  une loi « gaussienne » 
ou « norma le ». Pour les amateurs, la  formule ma thématique est la  
suivante : 
 

S(t) = S(0) e (mt + sW(t)) 
 
dans laquelle S est le c ours de l’ ac tif, r(t) = mt + sW(t) sa  rentab ilité ( le 
c oup le (m, s) rep résentant l’ espéranc e de c ette rentab ilité et son éc a rt-
type ), et W(t) est un mouvement b rownien standard . 
 
 
L’hypothèse de norma lité est très forte. Elle signifie c onc rètement que les 
a léas autour de la  moyenne se c omportent c omme c eux d ’une p ièc e 
de monna ie qui tombe avec  une p robab ilité d ’1/ 2 du c ôté p ile et du 
c ôté fac e. Quand  on jette la  p ièc e de monna ie c ent fois de suite, il est 
extrêmement improbab le qu’elle tombe 100 fois sur p ile. On peut 
d ’a illeurs c a lc uler très p réc isément c ette p robab ilité. Elle suit une loi de 
Gauss, avec  un très grand  nombre d ’éc a rts très fa ib les et un très petit 
nombre d ’éc a rts élevés. 

 

 Mandelb rot c onsta ta  – et il fut suivi dans c ette c onsta ta tion pa r la  
ma jorité des sc ientifiques – que c ette « norma lité » ne s’observa it pas sur 
les marc hés du c oton ni sur les marc hés financ iers. Il s’aperç ut que les 
va ria tions extrêmes appara issa ient b ien p lus souvent que dans le c as 
« norma l ». L’hypothèse « gaussienne-brownienne » est tout simp lement 
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fausse6. Leur d istribution obéira it selon lui p lutôt à  une loi de Lévy ou p lus 
généra lement à  une loi L-Stab le, qu’on peut p résenter en simp lifiant 
c omme l’équiva lent sta tistique de la  loi de puissanc e. Retenons à  c e 
stade que c es lois de p robab ilité dont Mandelb rot démontra  qu’elles ont 
la  p ropriété d ’autosimila rité ont, pour le même prix, des p ropriétés assez 
« désagréab les » : 

 
�  elles sont « lep tokurtiques » : la  

« queue de la  d istribution » de 
p robab ilité est « épa isse » : les 
événements extrêmes ont une 
p robab ilité p lus forte que la  
norma le. Ils a rrivent p lus 
souvent qu’on ne le pensera it 
en ra isonnant selon le hasard  
« norma l ». 

�  elles peuvent ne pas avoir de 
moyenne : c haque nouvel 
événement « extrême », 
quand  il appara ît, fa it bouger 
la  moyenne c a lc ulée jusque 
là , et il en appara ît assez 

souvent pour que la  moyenne ne se stab ilise jama is. 
 

Ce p rogramme de rec herc he passionnant fa it enc ore aujourd ’hui 
l’ ob jet de c ontroverses : si le c a rac tère « anorma l » des va ria tions de 
c ours des ac tifs financ iers ne se d isc ute pas, savoir si elles obéissent à  des 
lois L-Stab les se d isc ute p lus7. Cependant, les p ropriétés « désagréab les » 
évoquées c i-dessus, elles, s’observent b ien ; on se c ontentera  de d ire 
que les marc hés obéissent à  des lois « de type frac ta l »… 

Nous en savons ma intenant assez sur c ette « éc onomie des 
extrêmes » c omme l’ appelle Za jdenweber8 pour en tirer quelques leç ons. 
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Les c rises peuvent advenir p lus fréquemment qu’on ne le pense 
« naïvement » 

 
Les marc hés financ iers sont traversés pa r des c rises pa rfois d ites 

c yc liques. L’observa tion de leur fréquenc e montre surtout qu’elles sont 
p lus nombreuses et p lus violentes que ne le la issera it supposer une 
modélisa tion « norma le ». Mandelb rot p ropose de d ire qu’elles obéissent 
à  un « hasard  sauvage ».Cette observa tion peut être transposée aux 
phénomènes na turels c omme les c rues, les tremb lements de terre et les 
c yc lones. Si c es phénomènes résultent de lois physiques déterministes et, 
pour c e qui c onc erne les c rues et les c yc lones, – et peuvent être en 
outre aggravées par l’ impac t de l’ homme via  l’ effet de serre d ’orig ine 
anthrop ique – on peut néanmoins tenter une approc he p robab iliste de 
leur oc c urrenc e. C’est c e que sont ob ligés de fa ire les réassureurs dont 
la  survie et la  rentab ilité dépendent p réc isément de c e type 
d ’approc hes. Il ne faut pas, a lors, rec ourir aux lois p robab ilistes ord ina ires, 
ma is b ien à  des lois de type frac ta l c onformes au fa it que c es 
événements extrêmes sont ma lheureusement p lus fréquents que ne le 
voudra ient des lois en apparenc e p lus ra isonnées, p lus norma les… 
 
 

Les systèmes c omplexes sont robustes et vulnérables : des c rises 
systémiques peuvent advenir sans prévenir 

 
Le Web est organisé selon une loi de puissanc e, c omme on l’ a  vu. 

Il est très redondant et très robuste. Ma is son point fa ib le est évident : les 
« p laques tournantes » sont en petit nombre (80 % des liens sont d irigés 
vers c es sites « p laques tournantes »). Leur a ttaque peut c onduire à  
l’ effond rement du système entier. Cette observa tion est généra lisab le à  
de nombreux systèmes c omplexes. C’est c e que redouta it le p résident 
de la  FED dans l’ ép isode LTCM.( c f. note 6 ) Le p rob lème est b ien que 
l’ effond rement du système entier ne p révient pas : il se fa it b ruta lement, 
…sans p révenir. Des rup tures peuvent advenir sans qu’elles se soient 
annonc ées. Un univers frac ta l est fondamenta lement non linéa ire et ne 
doit pas être pensé c omme tel. 
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Et a lors ? 
 
Les c onc lusions qu’on peut tirer de c es c onsta ts rap ides sont assez 
simp les ma is peuvent être utiles : 
 

-les « Cassandre » ont peut-être souvent tort ma is, quand  ils ont 
ra ison, c ela  peut fa ire très ma l. 
 
-les organisa tions humaines ont intérêt à  tempérer les méc anismes 
na turels « frac ta ls » dont le c a rac tère autorégula teur, s’ il est p résent, 
peut s’ac c ompagner d ’une grande violenc e et n’être pas … très 
humain ! 
 
-dans le c as des marc hés financ iers, il est p robab lement osé de les 
la isser fa ire et de les la isser se mond ia liser sans mettre de nombreux 
pa re-feux 

 
           
Ala in Grandjean, éc onomiste 
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